Vektor-Geometrie

fur die Mittelstufe (Sekundarstufe 1)

Teil 3
Abbildungen in der Ebene

Fur Realschulen in Bayern!
(Priafungsstoff!)

und fir moderne Geometrie-Kurse am Gymnasium

Auch in der Oberstufe zur Erganzung einzusetzen.
Datei Nr. 11821

Dazu gehéren sehr ausfihrlich besprochene Prifungsaufgaben
der letzten Jahre in der Datei 11841,
in der Drehungen und Streckungen zur Anwendung kommen

Friedrich W. Buckel
Stand 9. Juli 2007

INTERNETBIBLIOTHEK FUR SCHULMATHEMATIK

www.mathe-cd.de



§1
§2
§3
§4
§5

§6
§7

§8
§9
§10
§11

§12

§13

Inhalt

Grundlagen der Vektorrechnung

Verschiebung von Punkten

Verschiebung von Kurven, Verschiebungsgleichungen
Einschub: Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor
Drehung von Punkten um den Ursprung

5.1 Die Abbildungsgleichungen und ihre Herleitung

5.2 Anwendungen der Drehungsformeln

5.3 Drehungsgleichungen in Matrixschreibweise
5.4 Anwendungen der Matrixformeln

5.5 Aufgaben mit Loésungen

Drehung von Geraden oder Figuren um den Ursprung
Spiegelung an einer Ursprungsgeraden

7.1 Die Abbildungsgleichungen und ihre Herleitung
7.2 Ubungsbeispiele

Spiegelung an einer beliebigen Geraden
Drehung um ein Zentrum M= O
Drehung von Vektoren

Zentrische Streckung von O aus

Zentrische Streckung von Z = O aus
12.1 Streckung von Punkten
12.2 Streckung von Vektoren

Verknupfung (Verkettung) zweier Abbildungen

13.1  Verknupfung zweier Verschiebungen

13.2 Verknipfung zweier Drehungen

13.3  Verknupfung zweier Spiegelungen an U'geraden
13.4  Verknupfung ... zur Drehstreckung

10
14
16

16
19
21
22
24

54
57

57
60

71
73
75
79

83
83
88

89

89
90
91
94



Vorwort

Das grol3e Thema dieser Datei sind Abbildungen in der Ebene. Genauer gesagt,
nehmen wir uns vor, Abbildungen wie Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen,
zentrische Streckungen usw. zu untersuchen. Das soll vor allem durch Rechnungen
geschehen. Diese Abbildungen gehdren zum Kapitel Geometrie, denn mit ihnen
andert man die Lage von Punkten und Figuren, spater sogar auch ihre Form. Dies
wird man naturlich in erster Linie durch Konstruktionen erledigen. Mit Hilfe von
Koordinaten kann man Punkte und damit Strecken, Dreiecke, Vierecke usw. genau
festlegen und dann mit der Vektorrechnung mit diesen Koordinaten bequem rechnen
und daher auch die Lage der neuen Figur (Bildfigur) berechnen. Mit anderen Worten:
Die Wirkung von Abbildungen kann man durch Abbildungsgleichungen berechnen.

Dieser Text setzt also einfache Kenntnisse der Vektorrechnung voraus. Dazu
werden wir lernen, was eine Matrix ist (Plural: Matrizen). Das algebraische Niveau
wird nicht hoch sein, das heifl3t, dass es keine rechnerischen Probleme geben diirfte,
diesen Stoff umzusetzen, wenn man die Methoden gelernt und verstanden hat.

Allerdings benétigt man bei den Drehungen in anspruchsvollen Aufgaben auch eine
gehorige Portion an trigonometrischen Kenntnissen!

Dieser Stoff ist Prifungsthema in bayerischen Realschulen. In deutschen Gymnasien
wird er eher am Rande erscheinen. Einige Schulen, die bereits moderner orientiert
sind, werden mdoglicherweise dieses Thema streifen, eher wird es in der Oberstufe
aktuell sein. Dort stehen die affinen Abbildungen noch in den Lehrplanen einiger
Bundeslander.

Dieses Thema bietet sich aber auch fur Facharbeiten und Wahlkurse an, die es in
vielen Bundeslandern gibt.

In der Datei 11841 werden einige Prufungsaufgaben aus Bayern sehr ausfuhrlich
dargestellt, damit Schuler diesen Stoff in seiner Anwendung nachvollziehen kénnen.

Friedrich Buckel, im Juli 2007
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4 Einschub: Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Eine Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema.

Beispiele fur Matrizen sind

2 1 32 4 0 100 > 4
(0 SJ’ (1 0 o 5}’ 0O 1 0|, oder 2 2.
B - 1 2 3 2 9

Matrizen mit 2 Reihen (Zeilen) und 2 Spalten (so genannte 2-2-Matrizen) eignen sich
hervorragend zur Verwandlung von Vektoren mit 2 Koordinaten in andere Vektoren,

etwa solche:
1 2 12 cos 30°  sin 30°
2 -1)" {0 1) |=sin30° cos30°)

Dazu fuhrt man eine neue Rechenmethode ein, die man ,Multiplikation einer Matrix
mit einem Vektor nennt®. Den Namen ,Multiplikation® hat seinen Grund darin, dass
eine gewisse Ubereinstimmung mit dem Skalarprodukt zweier Vektoren besteht:

. a b e) (a-e+b-f
Berechnungsmethode: [c dJQ(fj_(c-e+d-f)

1. Schritt: ~ Man kombiniert die obere Zeile der Matrix mit dem Vektor,
und zwar bildet man paarweise ein Produkt:

* ")els)-(>=")

2. Schritt: ~ Man ,multipliziert* die untere Zeile der Matrix mit dem Vektor,
und zwar paarweise:

(0 oJo()=(c-erar)
ooy (2 Jo[§)-(33:27)-(5)

2 3
Die Matrix hat demnach den Vektor 6 in 33 verwandelt
4 5 7 59

oder mathematischer formuliert ,abgebildet*.

AL P el J (;”;‘?J 55)
41

1 -4
Durch die Matrix ( ° wurde auf (_35

abgebildet.
S | g
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P3| (4 (342 \_( 241)_( 3
1)902) 7 (~4-4+242) (—2+1) 1

N[

1
2

N~ N

Die Matrix ( j hat also den Vektor (g] auf (_:1%) abgebildet.

_1
2

10
Interessant ist dabei ( j o (al J = (al + Oj - (alj
0 1 a, a,+0 a,

: . . . (10 3y :
Die so genannte Einheitsmatrix 0 1 verandert also keinen Vektor,

sie bildet jeden Vektor auf sich selbst ab.

. k 0 a, )_(k-a ) _ Q
Merke auch: (O ij(aZJ_(k-aj_k(az

. . (kO . . o .
Die Matrix ( j bewirkt also dasselbe wie die Multiplikation eines Vektors

mit der Zahl k!

Erste Beispiele fur Anwendungen dieser Matrizenmultiplikation:

1. Anwendung: (Kaufmannisches Rechnen):

Baukasten 1 Baukasten 2
Weil3e Steine 22 12
Rote Steine 8 18

Eine Spielzeugfirma stellt Pakete mit unterschiedlichen Bausteinen zusammen. Die Tabelle

zeigt, wie Baukasten 1 und Baukasten 2 gemischt sind.
Der Spielwarenhandler Freudich bestellt 10 Baukasten der Sorte 1 und 5 der Sorte 2.

Wie viele weilR3e und rote Steine werden dazu verwendet ?

LOsung

Berechnung der weil3en Steine: w=22-10+12-5=220+60 =280

Berechnung der roten Steine: r=8.10+18-5=80+90=170
Jetzt schauen wir uns folgende Berechnung an, es wird die ,Baukastenmatrix*

mit dem ,Bestellvektor" multipliziert:
w) (22 12 o 10\ (22-10+12-5) (280
r) |8 18 5) | 8:10+18-5) \170
In der Wirtschaftsmathematik werden solche Berechnung mit Matrizen durchgefihrt!

2. Anwendung:

Abbildungen von Punkten kann man auch mit solchen Matrizen und ihrer Multiplikation mit
Vektoren bewirken. Dabei wird ein Ortsvektor eines Punktes durch die Multiplikation mit einer
2-2-Matrix verandert, es entsteht ein neuer Ortsvektor. Aus einem Punkt entsteht ein neuer
Punkt. Dies wird in den nachsten Abschnitten ausfuihrlich besprochen.
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5 Drehung von Punkten um den Ursprung.
5.1 Die Abbildungsgleichungen und ihre Herleitung
Zunachst das Ergebnis:
/Bei der Drehung eines Punktes P(x|y) um den Ursprung um den N
Winkel o, entsteht ein Bildpunkt P'(x'|y') mit den Koordinaten
X'=X-CoSa—Y-Sina
k y'=X-Sina+Yy-CoSa /
Ay Ay Pl(xllyl)
|Die Ausgangssituation| i
P 'y
(x1y) r :y P(x]y)
5
o |

Hier gilt x=r-cosp
und y=r-sinf.

Dabei ist B der Positionswinkel von P, r der Abstand des Punktes P vom
Ursprung und zugleich der Drehradius und o der Drehwinkel.

Fortsetzung auf der CD!



